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1 Notiuni teoretice

Definitie 1 Se numeste sir de numere reale o functie f : N* — R. Punand
an = f(n), n € N*, sirul se noteaza prin (an)n>1 sau (an).

Un gir de numere reale (a,)n>1, se numeste :

- marginit daca exista M > 0 astfel incat |a,| < M pentru orice n € N*;

- crescator (descrescator) daca a, < ant1 (an > ap+1) pentru orice
n € N*;

- monoton daca este crescator sau descrescator.

1.1 Criterii utile in calculul limitelor de siruri

Reamintim aici cateva criterii importante in calculul limitelor de giruri.

Teorema 1 (Criteriul clestelui) Fie (an)n>1, (bn)n>1, (cn)n>1 siruri de
numere reale cu proprietatea

an < by, < cp,n > ng.

Dacd lim a, = lim ¢, =1, l € R, atunci lim b, = L.
n—o0 n—oo n—o0

Teorema 2 (Stolz-Cesaro I) Fie (an)n>1, (bn)n>1 siruri de numere reale
cu proprietatile:
1) (bn)n>1 este strict monoton gi nemarginit;

2) ezistd limita lim =" =] | € R;
n—oo bn+1 bn
a.

Atunci lim = l.
n—oo



Teorema 3 (Stolz-Cesaro II) Fie (an)n>1, (bn)n>1 siruri de numere reale
cu proprietatile:

1) lim a, = hm b, = 0;
n—0o0

2) (bp)n>1 este stmct monoton;
3) exista limita hm ‘;"Eiz" =11 eR;

Atunci lim z” =

n—oo “n

sir de numere strict pozitive cu proprietatea cd exista lim % =1,l€R.
n—oo n

Atunct nh_}ngo Ya, = 1.

Teorema 5 (Criteriul raportului) Fie (a,),>1 un sir de numere strict

pozitive cu proprietatea cd existd lim 42t =, 1 e R. Atunci:
n—oo 9n

1) dacal<1l = lim a, =0;
n—o0
2) dacal>1 = lim a, = +o0;
n—oo
3) dacal =1, criteriul nu este eficient.
Urmatorul rezultat poate fi util pentru rezolvarea unor probleme in care
criteriul raportului nu este eficient.

Teorema 6 (Pr. 537) Fie (zp)n>1, n > 0, n € N*, astfel ca

n
X
lim < "“) < 1.
n—o00 Tn

Atunci lim z, = 0.
n—oo

Urmatorul rezultat se poate folosi in studiul monotoniei sirurilor definite
prin relatii de recurenta.

Teorema 7 Fie f: I — I, 1 CR gi (zn)n>0 un sir definit prin relatia
xn—i—l:f(xn)v n>0,x, €1.
Atunci:

i) Daca f este crescatoare => (xn)n>0 este monoton;



it) Daca f este descrescatoare = (X2n)n>0, (Tan+1)n>0 sunt monotone
st au monotonie diferitd.

Demonstratie.

i) Presupunem zo < x; fgc' fzo) < f(x1) <= 21 < 29 fgc' f(zy) <
f(l‘Q) < 190 < T3,....
Deci 1 < xo < 23 < ---, prin urmare sirul este crescator.

Daca xg > x1, analog rezulta ca sirul (x,) este descrescator.
ii) Avem

zop = [f(xon—1) = f(f(x2n—2)) = (fo f) (x2n—2), n > 1,
Ton+1 = f(w2n) = f(f(v2n-1)) = (f o f) (¥20-1), n > 1.

Cum g = f o f este crescatoare, concluzia rezulta din 7). S& pre-
supunem ca (z2n)n>0 este crescator = x9, < Topi2, N > 0 =

[(w2n) > f(@ony2) == (Tany1) > Tang3, > 0 = (T241)n>0 este
descrescator. Analog pentru (z2,),>0 descrescator.

Urmatorul rezultat este util in studiul ecuatiilor.

Propozitie 1.1 Fie I C R un interval si f : I — R o functie strict convexa.
Atunci ecuatia f(x) =0 are cel mult doud raddcini reale.

Demonstratie. Presupunem ca ecuatia f(x) = 0 are trei radacini reale
x1,m2, 23 € I, x1 < x9 < x3. Atunci 3t € (0,1) astfel incat o = (1 — t)z1 +
txs. Deci:

0= f(z2) = f(1 —t)xy + tws) < (1 —t)f(x1) + tf(x3) = 0, contradictie.



1.2 Siruri remarcabile

1) Sirul (en)n>1,

1 n
en:(1—|—>
n

este strict crescator si are limita e (e ~ 2,71828...).

2) Sirul (Ep)n>1,
Bo=1+ L4 !
n=ld byt

este strict crescator si are limita e.

3) Sirlﬂ ('Yn)nZl,

1 1 1
Yp=1+=-+—-4+---+——1Inn
2 3 n

este strict descrescator gi marginit inferior. Limita sa notata cu ~ se
numeste constanta lui Euler (v ~ 0,577...).

Are loc dubla inegalitate:

1 n 1 n+1
<1+> <e<<1+) , Vn € N*.
n n

2 Exercitii si probleme
Ex. 1 Calculati:

: 5%n! .
Y B

X 12 92 2 )
b) nlgﬂgo(m+m+“-+n?+n)v
¢) lim %ln (a% +az 4+ a%> ,a>1 (pr. 304 Culegere)
n—oo

d) lim ) arcsin %; (pr. 301 Culegere)



e) lim M,a > 0; (pr. 293 Culegere)

n—o00 Inn

mTQ+M+...+M

f) lim o (pr. 306 Culegere)

3
n—00 In”n
. 1\n .
g) lim n((1+3)"—e);
h) ILm /25 (pr. 265 Culegere)

i) lim (2 — /2)"; (pr. 266 Culegere)

n—o0

J7) Ii_)m (2—v2)(2—V/2)---(2— ¥/2). (pr. 267 Culegere)
Ex. 2 (Pr. 252-253 Culegere) Se considera sirul (z,)n>0 definit prin relatia
de recurenta

2
Tn+l = Tn + —, nzlax(]:l'
n

Sa se calculeze: a) lim xz,; b) lim *&.
) nSsoo ) n—oo V1

Ex. 3 (Pr. 254-258 Culegere) Se considera sirul (zy)n>0 definit prin relatia
de recurenta
Tpy1 =€ —1, xg€R.

a) Determinati xo € R astfel incdt sirul (z,,) sa fie constant.
b) Determinati xg € R astfel incat sirul (xy,) sa fie crescator.

¢) Daca xo > 0 calculagi lim x,.
n—o0

d) Determinati xo € R astfel incdt sirul (xzy,) sd fie convergent.

e) Daca xy = —1 calculati lim na,.
n—oo

Ex. 4 (Pr. 250 Culegere) Se considera sirul (x,)n>0 definit prin relatia
de recurenta
Tnt1 —0xn +2=0, x9=a.

Sa se determine a astfel incat sirul (zy) sa fie strict descrescator.



Ex. 5 (Pr. 263 Culegere) Se considerd sirul (zy)n>0 definit prin relatia
de recurentd

Tn
$n+1:22 .’EOG]R

Sa se determine xqg astfel incat lim x,, = 2.
n—oo

Ex. 6 (Pr. 312 Culegere) Se considera sirul (x,)n>0 definit prin relatia
de recurenta

$n+1:xi—4$n+6 g =a,a € R.

Sa se determine a astfel incdt sirul (xy,) sd fie convergent.

Ex. 7 (Admitere 2019) Se considera sirul (x,)n>0 definit prin relatia de
recurenta

Tpy1 = Tp, — 22 x0 €R.
a) Daca w100 = 1 determinati x.
b) Sa se determine xo astfel incat sirul (x,) sa fie convergent.

¢) Daca xg :% calculai lim /z,.
n—oo

3 Indicatii si raspunsuri

Solutie Ex. 1 a) Notama,, = o'l Aplicand criteriul raportului obtinem

2nnpn
. Gpt1 ) 57l (n 4+ 1) 2"pn
lim = m .
n—00 Uy n—oo 20t (n 4 1)+l 5np)
5 n n 5 1 —(n+1) e
= — lim = — lim 1-—
2n—c0 \n+1 2 n—oo n+1
5
= —<1
2e

Deci in baza criteriului raportului lim a, = 0.
n—oo



b) Notam x, = + n?; 4+t ngin Avem

12
n3+1

12422+ 4 n? - <12+22+---+n2

LT >
nd+n nd+1
n(n+1)(2n+1) < @< n(n+1)(2n+1)’ w1
6(n3 +n) 6(n3+1)

Aplicand criteriul clestelui obfinem lim x,, = %
n—oo

In

¢) Notam x, = 1

(af
a’ < a
nlna <

<

Ina

Aplicand criteriul clestelui oblinem li_>m T, =Ina,a > 1.
n oo

d) Notam
" k " arcsin % k
3 n
Ty = E arcsin — = E — = n>1.
n & n
k=1 k=1 n
Avem
. arcsin% 1+24---4+n arcsin% 1+24+---4+n
min A . 3 < z, < max % . 3
1<k<n £ n 1<k<n = n
n n
. arcsin % n(n+1) arcsin % n(n+1)
min % . 5 < z, < max % . TR
1<k<n 5 2n 1<k<n -5 2n

Aplicand criteriul clestelui obinem lim x,, = %
n—oo
e) Fie ap, = a++a+- -+ {/a $i by, = lnn. Cum lim Inn = +oo ((b,)
n—oo
crescator gi nemdrginit ), studiem existenta limitei

a++va+---+ "NVa—-a—+a—---—/a

Anp+1 — An

Iim —— = I
7360 byl — bn 60 In(n+1) —Inn
"Va—1 a"tt—1 1
= lim 1 = lim T YT} =Ina.
n—oo In = n—00 .l ]n(l + E)



Deci conform teoremei Stolz-Cesaro obfinem lim atvatt¥a gy,

n—00 Inn
f) Fiea, =12 +M03 +...4 0% o = In*n. Cum lim Inn = +oo ((by)
n—oo

crescator gi nemarginit ), studiem existenta limitei

In(n+1)

. Gp41 — An o . n+1 1 ln(n + 1) 1
1 ———— = lim 3 5— == lim . I
n—00 b'rl+1 —b, n—oo In (n+1) —In“n n—00 ln(n+1)+lnn (n—|—1) ln(%)
. 1 1 1
= lim . Tt = X
n—oo | 4 Ta(n+T) In(1+ ;)
, ) . .o m2ims, e
Deci conform teoremei Stolz-Cesaro obtinem lim 2=
n—00 n-n
. (H—l)n—e . Lo ..
g) Avem lim ~—=/— deci vom calcula cu limite de functii:
n—o0 =
. (14a)r—e im0 R g (dw)
lim —— = lim —  =lime- L —=
z\,0 x \0 x \0 In(l4z) 1 x
xT
In(1 —
T U ) B Y
N\ 0 x2 2
h) lim 2= lim 2w = 1.
n—oo n—oo
1
. . . lim 171271 In2 1
i) lim (2—v2)"= lim (1+(1— ¥2))"=e> n =e M2=1
n—o0 n—oo
j) Notam z, = (2 —v2)(2 — V/2)---(2 — ¥/2). Deoarece lim 2 = 1,
n—oo In
calculam limita
n 2 _ n+1 2 n+1 . 1
im (L) = dim (2 - "V2)" = lim @- "Vt gl <1
n—00 Tn n—00 n—00 2 _ ”+\1/§ 2
Deci conform Teoremei 6, avem lim z, = 0.
n—oo
Solutie Ex. 2 a) 20=1>0= 2, >0, Vn € N.
Avem Tpy1 — xy = % > 0 = (an)n>0 este strict crescator, prin

urmare erista lim z, = x,z € R.
n—o0



Daca presupunem x € R atunci trecand la limita in relatia de recurenta
obtinem

. . 2 2 2
lim 2,41 = lim (2, 4+ — | <= ax=2+— < 0= — (fals),
n—00 n—00 Tn T T

deci x = +00.

b) Fiey, = x\/—’i = /%2, Avem

n n
2 2 2
x Stol z z .
lim =% 7Z2% lim LT i (2, + —)2 — 22
n—oo N nsoon+1—n n—00 n

4

= lim <4+>:4zlimyn:2.
n—o00 Tn n—o00

Solutie Ex. 3 a) Din xy = x1 = xo = €™ — 1, cu solutia xo = 0. Dacad
zg=0= 2z, =0,Vn € N.

b) Tpny1 — @y =€ —x,, —1 >0, Vn € N. Se arata ca e* —x —1 > 0,
Vr € R cu egalitate daca si numai dacd x = 0. Deci (xy,) crescator
Vxg € R.

¢) Din (z,) crescator rezulta ca exista lim xz, = x € R. Daca pre-
n—oo
supunem x € R atunci trecand la limita in relatia de recurenta obtinem

r=¢e"— 1= x =0, contradictie cu xog > 0. Deci x = 4o00.

d) Daca xg = 0 = x, = 0, Vn € N, deci (x,,) convergent. Dacd xo <
0= z1 = €% — 1< 0 gi prin inductie rezultd x,, < 0. Sirul (x,) este
crescator si marginit inferior de 0 deci lim x, = 0. Deci sirul este
convergent <= xg < 0. e

e) Avem
. . n  Stolz . n+1l—n . 1

lim nr, = lim — =" lim —4—— = lim i il
n—00 n—oo — n—oo ——  — = n—o0 — — =
T Tn41 Tn ern —1 Tn

x x 2

. et — 1)x ooetn—1 €T
= lim g = lim lim n
n—oo L, —e¥n +1 n—oco x, n—ooox,—etn 41
x% ? . 2 2x

n—oo xr, — e¥n 4 1 z—=0x —eT + 1 z—0]1 — e”

9



Solutie Ex. 4 Dacd a = 0 = x,41 = —2, n > 0, nu convine. Fie in
continuare a # 0, f(x) = ax — 2, x € R. Atunci

Tni1 = f(xn), n>0,20=a.

Dacd a > 0 = f strict crescatoare = Sirul este strict descrescator <
To> T = a>a’-2+=a’-a-2<0<=ac(-1,2) dara >0 deci
a € (0,2). Cazul a < 0 nu convine pentru cd (xay), (Tant+1) au monotonii
diferite conform teoremei 7.

Solutie Ex. 5 f : R — R, f(x) = 22 este strict crescdtoare L (Tn)n>0

este monoton, deci 3 lim x, = x € R. Avem:
n—0o0

T1 — Tg = 2% — xg. Studiem semnul g(x) = 25 — z, z € R. "Ecuatia
g(x) =0 are 2 raddcini ' = 2, 2" = 4. Acestea sunt singurele radacini ale
lui g deoarece g este strict convexad.

Daca xg < 2 = (zp)n>0 crescdator si x, < 2, ¥Yn > 0 = (zp)n>0
convergent st lim x, = 2.

n—oo

Daca xg € (2,4) = (zn)n>0 descrescator si xy, < 4,Yn > 0= (zp)n>0

convergent st lim x, = 2.
n—oo
Daci xg=4 = 2, =4,Yn >0 = lim z, =4.
n—oo
Daca g > 4 = (xn)n>0 crescator gi lim x, = 4o00. Deci xy €
- n—oo
(—o0,4).
Solutie Ex. 6
Tpp1 = (. —2)°+1 n>0.

Obtinem

1= (a—2)*+2; :zgz(m1—2)2+2=(a—2)22+2---
zn=(a—2%+2, n>0.

Sirul este convergent dacd i numai dacd |a —2| <1 <= a € [1,3].
Solutie Ex. 7 a) Din relatia de recurenta
100 = T99 — 1‘52)9 < iL'Sg — x99 +1 =0, deci x99 ¢ R.

Prin urmare nu exista xo € R astfel incat x99 = 1.

10



b) Tpi1 — xn = —22 < 0= (z,) descrescitor = 3 lim z,, € R. Dacd
n—o0

() este convergent => lim z,, = 0.

n—oo
Daca xg < 0, intrucat x, < xg, Vn > 1 = lim x, = —o0.
n—oo
Daci xg >0 = 21 <0 = lim z, = —oco = Sirul este convergent
n—oo

pentru xo € [0, 1].
¢) Pentru a calcula h_)m vxy, aplicam consecinta teoremei lui Stolz-Cesaro
n 0.]

. . Tp41l . _ . . _
7 gvem lim =2 = lim (1 — z,) =1, dect lim ¥z, = 1.
§ n—oo In n%oo( n) ’ n—00 "

11



