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1 Notiuni teoretice

Definitie 1 Se numeste sir de numere reale o functie f : N* — R.
Punand ay, := f(n), n € N*, sirul se noteaza prin (an)n>1 sau (an).

Un gir de numere reale (a,),>1 se numeste :

- marginit daca exista M > 0 astfel incat |a,| < M pentru orice n € N*;

- crescator (descrescator) dacd a, < apt+1 (an > apy1) pentru orice
n € N*;

- monoton daca este crescator sau descrescator.

1.1 Criterii utile in calculul limitelor de siruri

Reamintim aici cateva criterii importante in calculul limitelor de siruri.

Teorema 1 (Criteriul raportului) Fie (a,)n>1 un sir de numere strict

pozitive cu proprietatea cd existd lim az“ =1,1€R. Atunci:
n—oo n

1) dacal<1 = lim a, =0;
n—oo

2) dacal>1 = lim a, = +o0;

n—oo
3) dacal =1, criteriul nu este eficient.

Teorema 2 (Criteriul clestelui) Fie (an)n>1, (bn)n>1, (cn)n>1 siruri de
numere reale cu proprietatea

an < by <cp, > np.

Dacd lim a, = lim ¢, =1, l € R, atunci lim b, = L.
n—o00 n—o00 n—00
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1.1 Criterii utile in calculul limitelor de siruri ~ UMVEIRIIEERIE

Teorema 3 (Stolz-Cesaro I) Fie (an)n>1, (bn)n>1 siruri de numere reale
cu proprietatile:
1) (bn)n>1 este strict monoton si nemdarginit

2) exista limita hm % =1leR;
+

Atunci lim Z" —l
n—oo “n

Teorema 4 (Stolz-Cesaro II) Fie (ap)n>1, (bn)n>1 siruri de numere reale
cu proprietatile:

1) lim a, = lim b, = 0;
n—oo n—oo

2) (bp)n>1 este strict monoton;
3) exista limita lim 111)”“7% =1Ll eR,;

n—oo Yn+l b

Atunci lim Z" = .

n—o0

Teorema 5 (Consecinta Teoremei lui Stolz-Cesaro) Fie (an)n>1
l

2
sir de numere strict pozitive cu proprietatea cd ewistd lim 2L =1, [ € R.
n—o00 n

Atunci nhﬁn;() Ya, = I.

Urmatorul rezultat poate fi util pentru rezolvarea unor probleme in care
criteriul raportului nu este eficient.

Teorema 6 (Pr. 539) Fie (x,)n>1, xn > 0, n € N*, astfel ca

n
T
lim ( "“) < 1.
n—oo T

Atunci lim z, = 0.
n—oo

Urmatorul rezultat se poate folosi in studiul monotoniei sirurilor definite
prin relatii de recurenta.

Teorema 7 Fie f: 1 — I, I CR si (zp)n>0 un sir definit prin relatia
xn—i—l:f(xn)v n>0,x, € 1.
Atunci:

i) Daca f este crescatoare => (xn)n>0 este monoton;



w
1 NOTIUNI TEORETICE UNIVERSUATRA JENNICA

ii) Daca f este descrescatoare = (xan)n>0, (Tant+1)n>0 Sunt monotone
st au monotonie diferitd.

Demonstratie.

i) Presupunem zg < 1 Jerege f(zo) < f(r1) <= 21 < 22 Jarege fx) <
flxg) <= x9 < z3,....
Deci 21 < z9 < z3 < ---, prin urmare sirul este crescator.

Daca xg > x1, analog rezulta ca sirul (x,) este descrescator.
ii) Avem

Top = f(332n—1) = f(f($2n—2)) = (f ° f) (-73271—2)7 n > 17
Ton+1 = f(w2n) = f(f(v2n-1)) = (f o f) (w2n-1), n > 1.

Cum g = f o f este crescatoare, concluzia rezulta din 7). Sa pre-
supunem ca (Z2n)n>0 €ste crescator = xgp, < Topt2, n > 0 =

f(z2n) 2 f(ont+2) = (Tant1) = T2nt3, = 0 = (T2,41)n>0 este
descrescator. Analog pentru (z2,)n>0 descrescator.

Urmatorul rezultat este util in studiul ecuatiilor.

Propozitie 1.1 Fie I C R un interval si f : I — R o functie strict convexd.
Atunci ecuatia f(x) =0 are cel mult doua radacini reale.

Demonstratie. Presupunem ca ecuatia f(z) = 0 are trei radacini reale

x1,x9,x3 € I, 11 < w9 < x3. Atunci 3t € (0, 1) astfel incat xo = (1 — t)z1 +
txs. Deci:

0= f(z2) = f(1 —t)z1 +tag) < (1 —t)f(x1) +tf(x3) = 0, contradictie.
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1.2 Siruri remarcabile

1) Sirul (en)nZI;

1 n

este strict crescator si are limita e (e ~ 2,71828...).

2) Sirul (En)an
o 1 1 1
n = —i-ﬁ-l—a—k---%—m
este strict crescator si are limita e.

3) Sirul (vn)n>1,

1 1 1
Yp=1+=-4+—-4+---+——1Inn
2 3 n

este strict descrescator gi marginit inferior. Limita sa notata cu - se
numeste constanta lui Euler (v ~ 0,577...).

Are loc dubla inegalitate:

1 n 1 n+1
<1+> <e<<1+) , Vn € N*.
n n

2 Exercitii si probleme

Ex. 1 Calculati:

b) lim > %; (pr. 273 Culegere)

n—o0 k=1

¢) lim > %; (pr. 274 Culegere)

d) lim ) arcsin %; (pr. 277 Culegere)
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e) lim atvatetvamn o (pr. 269 Culegere)

n—00 Inn

X In2,In3,  ,Inn
f) nl;n;o ——5—=; (pr. 306 Culegere)

g) le /25 (pr. 291 Culegere)

h) lim (2 — {/2)"; (pr. 292 Culegere)

i) nli_)n(f)lo(Q —V2)(2—=V/2)--- (2= ¥/2). (pr. 293 Culegere)

Ex. 2 (Pr. 294 Culegere) Fie a € R astfel incat sirul (zp)n>1,

Sy R LTI
= 375 m—1) “\""27"3 n)’
sa fie marginit. Calculati lim x,.
n—oo

Ex. 3 (Pr. 246-247 Culegere) Se considera sirul (zy)n>0 definit prin relatia
de recurenta

Tptl = Tp + —, n>1,x0—1
T
Sa se calculeze: a) lim z,; b) lim *&.
) nosoo ) n—oo V1

Ex. 4 (Pr. 281-285 Culegere) Se considera sirul (z,)n>0 definit prin relatia
de recurentad
Tpr1 =€ —1, x9€R.

a) Determinati xo € R astfel incat sirul (xy,) sd fie constant.
b) Determinali xo € R astfel incat sirul (x,) sa fie crescator.
¢) Daca xo > 0 calculati nh—>Holo Ty

d) Determinati xog € R astfel incat sirul (z,,) sa fie convergent.

e) Daca xo = —1 calculati lim na,.
n—oo

5
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Ex. 5 Se considera sirul (z,)n>0 definit prin relatia de recurentd
Tn+l —axp +2=0, z0=a.
Sa se determine a astfel incat sirul (x,,) sd fie strict descrescator.

Ex. 6 (Admitere 2022 ) Fie sirul (zy)n>0 definit prin

n

k—1
B n > 0.

In =
k=0

a) Determinali x;.

b) Calculati lim z,.
n—oo
¢) Calculati ILm n /|y

Ex. 7 (Admitere 2019) Se considera sirul (x,)n>0 definit prin relatia de
recurenta

2
Tp+l = Tn — T, o€ R.
a) Daca x190 = 1 determinati xo.
b) Sa se determine xo astfel incat sirul (x,) sa fie convergent.

¢) Daca xy = % calculai lim /z,.
n—oo

Ex. 8 (Simulare 2021) Fie girul (z,)n>0 definit prin relatia de recurenta
Tptl = T + 27" pentru oricen > 0, xo = 0.
a) Determinati x.
b) Calculati nan;O T

Tn

c¢) Calculati lim 2.
n—

o0
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3 Indicatii si raspunsuri

5"n!

Solutie Ex. 1 a) Notam ap = 5%, n > 1. Avem
5n+1 1) onpn
lim Intl  _ lim (n+1) Nl
n—oo Gy n—o0 2nt1l(n 4 1)nt+l 5rpl

5 . n \" 5 .
= — lim = — lim 1-—
2n—=o00 \n+1 2 n—oo

5
= —<1
2e

T e
n-+1

Prin urmare avem lim a,, = 0, conform criteriului raportului.
n—oo

n

y Ck o) cl cn
b) Notamxn:E = on m+"'+n2"+n'

n2"+k — n2m

C+Ch+--+Cl

Avem

LGt Cit- 4G

< =z
n2" +n - n2m
2n n
— < z,< n>1.
n2n+n — T p2n’ =
Aplicand criteriul clestelui obtinem lim x, = 0.
n—oo
N\ kCE cl 202 nCr 4
vem

¢) Notam x, = Y.

Cl+2C2+---+nCn

_ n ...
n2n+k - n2n+1 + n2n+2 + + n2n+4n "

x
n2" +n -
n2n—l n2n—1
an 1 mn = T 5,
n2" +n n2n
Aplicand criteriul clestelui obtinem lim =z, = %
n—oo
d) Notam
n n . k
ok arcsin -z k
Ty = E arcsin — = E — =
n £ n
k=1 k=1 n

7

- Cp+2C2 4 +nCl
- n2n

n>1.

n > 1.
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Avem
) arcsin% 14+424+---4+n arcsin% 14+24+---4+n
min Z . 3 < 1z, < max Z . 3
1<k<n 5 n 1<k<n - n

-k
arcsin -5 n(n+1
< z, < max - n- . ( 5 )
1<k<n o 2n

arcsin % ‘ n(n+1)

min
1<k<n K 2n?
n

Aplicand criteriul clestelui obtinem lim x,, = %
n—oo

e) Fieap,=a++a+---+ {a—n sib, =Inn. Cum h_)m Inn = +oo ((by)
n o0
este strict crescator i nemarginit ), studiem existenta limitei

Ly &l — @n i at+va+---+ "Va—-n—1l—a—\a—---—a+n
im ——— = lim
n—oo b1 — by n—00 In(n+1) —Inn
"a — 1 a"tt—1 1
= lim ———— = lim =Ina.
n—oo  In nTH n—00 %H ]n(l + %)n—ﬁ-l
Deci, conform teoremei Stolz-Cesaro, obfinem lim w =Ina.
n—o0

f) Fie ap, = thQ—i—mT?’—i—‘---i-mT" §i by, = In?n. Cum lim Inn = +oo ((by)
n—oo

strict crescator gi nemarginit ), studiem existenta limitei

In 1
(n41 — On . 7(17:_—2 : g In(n+1) 1

lim ———— = lim = lim .
700 bpy1 = bn n=ooln®(n+1) —In?n  noeeln(n+1)+Inn (n+1)n(2H)
. 1 1 1
= Jim nn Tyetl 9o
n—oo | 4 (nt1) In(1+ n)
. . i . In2 In3, ,Inn 1
Deci, conform teoremei Stolz-Cesaro, obfinem lim A=
n—00 n-n

g) lim 2= lim 27 = 1.
n—oo

n—oo

h) lim (2 —v/2)" = lim (14 (1 — ¥/2))" = e =

n—00 n—o00
i) Notam x, = (2 — V2)(2 — V/2)---(2 — ¥/2). Deoarece lim 2+l = 1,
n—oo In

calculam limita

n 2 _ n+1 D) n+1 1
lim Tn+1 = lim (2— sy 2)" = lim i h) L < 1.
noo \ Tn n=ro0 n—oo 2 "R/2 2
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Deci conform Teoremei 6, avem lim z, = 0.
n—oo

Solutie Ex. 2 Avem 1+ % + % + -+ L =, +1nn, deci sirul (z,) poate

n pr—
fi exprimat cu ajutorul sirului () astfel:

I Ll (Yn +1nn)
I = 273 o 2 "1 on )~ WWn TN
1
Tpn = (7271 + In 2n) — 5(771 + lnn) —a(yy, +Inn)
1 1
= 72n—§’yn—a7n+ln2n—§lnn—alnn
1 1
= ’>’2n—§’Yn—a’7n+ln2+(§—a)lnn.

Deoarece (xy,) este marginit rezultd % —a=0decia= %, tar lim z, =In2.
n—oo
Solutie Ex. 3 a) 20=1>0= 2, >0, Vn € N.

2

Avem xpy1 — Ty = o

> 0 = (xn)n>0 este strict crescator, prin
urmare exista lim x, = z,x € R.

n—oo
Daca presupunem x € R, atunci trecand la limita in relatia de recurenta

obtinem

2 2 2
lim z,11 = lim (zn—i—) S r=x+— <= 0=— (fals),
n—o00 X X

n—o0 n

deci x = +00.

b) Fiey, = % =4/=2. Avem
2 2 2
. Ty Stol Ty — . 2
lim =% 2% lim 2T i (2, + —)% — 22
n—oo n nsoon+1—n n—00 Tn

4
= lim <4+>:4:>hmyn:2.
n—oo

n—00 Ty

Solutie Ex. 4  a) Din xy = 1 = x¢ = €™ — 1, cu solufia xo = 0. Dacad
r0=0=—= 2z, =0,Yn € N.
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b) Tpi1 — xp =€ —x, —1 >0, Vn € N. Se arata ca e* —x —1 > 0,
Vz € R cu egalitate daca gi numai dacd x = 0. Deci (zy,) este crescator
Vzg € R.

¢) Din (xy) crescator rezultd ca exista lim z, = x € R. Daca pre-
n—oo

supunem x € R atunci, trecand la limita in relatia de recurenta obtinem
r=¢e"— 1= x =0, contradictie cu xqg > 0. Dect x = 400.

d) Daca xg = 0 = x, = 0, Vn € N, deci (x,,) convergent. Dacd x¢ <
0= x1 =€" — 1 <0 i prin inductie rezultd x,, < 0. Sirul (z,) este

crescator gt marginit superior de 0, deci lim z, = 0. Deci sirul este
n—oo

convergent < xg < 0.

e) Avem
. .M Stolz ;. n+l—-n . 1
lim nr, = lim — =" lim —4—— = lim i il
n—00 n—00 —— n—oo —— — L n—00 - =
Tn Tn41 Tn ern —1 Tn
T T 2
. et — 1)x .oetn—1 T
= lim g: lim — lim —2%——
n—oo x, — e¥n 4+ 1 n—oo X, n—oo I, —ein+1
2 2
. T ? .. T . 2x
= lim —2* —— =lim——— = lim = 2.
n—oo Ty, —etn +1 rz=0x—e?4+1 2-01—¢e"
Solutie Ex. 5 Dacd a = 0 = x,41 = —2, n > 0, nu convine. Fie in

continuare a # 0, f(z) = ax — 2, v € R. Atunci
Tn+1 = f(xn)7 n 2 07:’60 = a.

Daca a > 0 = f strict crescatoare L Sirul este strict descrescator <=
To> 1= a>al -2+ =a’ -a-2<0<=ac(-1,2) dara >0 deci
a € (0,2). Cazul a < 0 nu convine pentru cd (zay), (Tant+1) au monotonii
diferite conform teoremei 7.

Solutie Ex. 6  a) Inlocuind in sumd obtinem x1 = % + 11_—,1 =-1.

10



) | L
3 INDICATII ST RASPUNSURI UNIVERSITATEA TRMNICA

b) Avem

. . _ . 1 _
Deci nhm Ty = nhm (——n!) = 0.
c)

. n . 1 . a/nm
lim ni/|z,| = lim n{ — = lim {/—.

n—00 n—00 n! n—00 n'

Pentru calculul acestei limite aplicam Consecinta Teoremei lui Stolz-
Cesaro (Teorema 5) astfel

o fn" . (n+ 1"t pl ) <n+1)n

lim = lim —+— - — = lim

= €.

n
Solutie Ex. 7 a) Din relalia de recurentd avem:
100 = T99 — 5639 < l‘gg — x99 +1 =0, deci x99 §é R.
Prin wrmare nu exista xg € R astfel incat xig0 = 1.

b) Tpy1 — xp = —22 <0 = () descrescitor = 3 lim z,, € R. Dacd
n—oo
(zn,) este convergent = lim x, = 0, prin trecere la limita in relatia
n—oo

de recurentd.

Daca xg < 0, intrucat x,, < xg, Yn > 1 — lim x, = —oo.
n—oo
Dacadzg>1 = 21 <0 = lim x,, = —oco = Sirul este convergent
n—oo

pentru zg € [0,1] fiind monoton gi marginit.
¢) Pentru a calcula lim {/x,, aplicaim consecinta teoremei lui Stolz-Cesaro
j R lim (1 1, deci li 1
$i avem nh—>noloT = lim (1 —x,) =1, deci Jim g/, =1

n n—o0

Solutie Ex. 8 ) Din relatia de recurentd obtinem xq = xg + 2770 = 1.

11
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b) Tpi1—xn =277 > 0= (x,) strict crescator —> 3 li_)rn zn=1€R.
n o

Dacd (x,,) este convergent prin trecere la limitd obtinem | = 14271 <=
27 =0 (fals), deci li_)m Ty = F00.
n—oo

c¢) Pentru a calcula lim =
n— o0

Tn+1 — Tn

1
nroo In(n+1)—Inn

deci lim
n—oo

Tn

In

n

log, e.

aplicam teorema lui Stolz-Cesaro si avem

. 27t . n2=%n
n n
i v Stelz . 1
nssoo 2Tn plyoo 9QTn+27%n _ 9z
e —1
b -2 o (201}
n1—>ngo 927 _ 1 n1—>n;o 2 Tn 0826

12



