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1. ECUATIA CAYLEY-HAMILTON (C-H)

A :(CC‘ Z) eM,(C)

calcul {AZ —(a+ d)A + (ad — bo)l, =0,
A2 - (TT'A)A + det(A)Iz == 02

Problema 1.1 (Admitere 2009)

1 2
3 4

(i)  Numarul solutiior ecuatiei X% = A , Xe M, (R)este:

Fie A :( ) eM,(Z).
A: 1, B:0; C: 2, D:3,E:

(i)  Numarul solutiior ecuatiei X3 = A, Xe M, (Z) este:
A: 1, B:5;:C: 2; D:0;E: 0



(ili) Daca A3=azA + bsl, , atunci perechea (as, b3) este:
A: (1,5); B: (21,25); C: (27,10); D: (27,15): E: (25,10)

(lv) Daca A"=a,A+ b,I, , atunci :
A 0,1 = 5a, + by Braye, =5a, +2b,; C apyq =
3a, +b,; D:a,,, = —5a, + 2b,; E: b,y 1 = 3a,

Rezolvare

() X2 =AZE det(X?) = det(4) == (det X)? = —2,
imposibil, deoarece XeM,(R) , deci detXe Rsi (detX)?
0.

(i) X3 =425 det(X?) = det(4) == (detX)? = —2,
imposibil. Intr-adevar, XeM,(Z) , deci detX € Z ; pe de alta
parte, din (detX)3 = —2, rezulta detX = V-2¢ Z.

(i) (C-H): 42— (1+4)A+ (4 —-6)I,=0,,adica
A2 =54 —2I, =0, < A2 =54 + 21, (1).
Mai departe, utilizand relatia (1), obtinem: A3 = A%4 =

5A2 + 24 = 5(514 + 212) + 2A =274+ 10 12, deci (ag, b3) —
(27,10).

A%

(iv)  Din datele problemei, primim:
"=a,A+ b,l, (2)
A=y A+ byl (3)
Mai departe, utilizand relatiile (2) si (1), obtinem:
A = A"A = a,A% + b, A = a,,(54 + 2I,) + b, A, deci
A= (5a, + b,)A + 2a,I, (4).



Din (3) si (4) rezulta a,, ., = 5a,, + b,, SI b,.1 = 2b,.

Problema 1.2 (Concurs Licee partenere, 2016)

Fie matricea A :( _12 g

reale definim matricea X(a,b) = a4 — bl, € M,(R).
(i) (X(a,b))? =0, dacasi numai daca
A: a=b=0; B:b=23a; C: b=-3a; D: b? = 9a?; E: altraspuns

) e M, (R). Pentru fiecare pereche (a,b) de numere

(ii) Perechea (a,b) de numere reale pentru care X(a,b) = A? este:
A (6,9); B: (6,—9); C: (—6,—9); D: (-9,6); E: (9,-6)

(iii) Perechea (a,b) de numere reale pentru care X(a,b) = A™1 este:

(2 e (D ()

(iv) Dacasirurile (a,) Si (by,) verifica relatia X(a,, b,) = A™ pentru orice
numar natural n, atunci valoarea limitei lim dn aste:

n—-oo bn

wIlN
N W

1 1 1
A:—-;B:—;C —; D:— E:
6 2 3

Rezolvare
(i)  Ecuatia Cayley-Hamilton este
A2 —6A+9L, =0, = A% = 64 — 91, (L).
Pe de alta parte, (X(a, b))? = (ad — bl,)? = a?A? — 2abA + b?I, (2).
Din (1) si (2) rezulta (X (a, b))? = (6a? — 2ab)A — (9a? — b?)L,.

Astfel, (X(a,b))? = 0, revine la egalitatile 6a® — 2ab = 0 si 9a? — b%=0,
i.e. 2a(3a—»b) =0si(3a—b)(3a+b) =0, adicab = 3a.

(i)  Dinrelatia (1), deducem (a,b) = (6,9).



(iii) Egalitatea data revine la aA — bI, = A~L. Prin inmultire cu matricea A
obtinem aA? — bA = I,, de unde primim, via (2)

(6a — b)A — (9a + 11, = 0,, deci (a, b) = (—g —g)

(iv) Din relatia data deducem A™ = a, A — b, I, (3).
Scriem relatia (1) sub forma (4 — 312)2: 0,. (4)
Pe de alta parte, cu notatia B = A — 31, din (4) rezulta
B™= 0,, pentru oricen > 2 (5)
Mai departe, avem succesiv, utilizand (5):

A" = BI+B)" = CR(3I)" + Cy BL)"'B + Cf 3I)"*B* +
+- +CIB" =3", +n3"" 1B =3", +n3" 1 (4 -3[,), e
A" =n3"1 A -3%(n— 1), (6).

Din (3) si (6) primim a,, = n3""!si b, = 3"(n — 1), asadar

lim 2 = —
n—oo bn 3

2. PUTEREA N A UNEI MATRICE PATRATICE

2.1. Matrice de rotatie

—qj ind
:(C(.)S t Sin t) E]V[z (]R) iy
sint cost
AN =(C(.)S nt —sin nt), nez
sin nt cosnt

Generalizare

A:(Z _ab) eM,(R) : r=va2 + b2



A=r

RlIT=IQ

r

b\ 2 : -
(_) = 1, exista te[0,2m) astfel incat

r

a\ 2
Deoarece (;)

<l 4

. b . :
= cost si — = sint, deci

A= (cos t —sin t) asadar A= 77 (COS nt —sin nt).
sint cost/’ sinnt cosnt

Problema 2.1 (Admitere 2018 ; Problemele 705,706,707/TG2025)

Fie A :(1 _11) eM,(R) si A™ :(;C]: ;);"

(i) 24 — A? este:
(ii) A*® este:

A: 0,; B:21212; C: 24812; ; D2 2484; E: 274,

) , heN.,

2 2

Xiot+

(i) 220 este:
XgtYVs

A:16; B:2; C: 8; D: 4:E: 1

Rezolvare

(1) Din ecuatia (C-H) obtinem:

A2 —2A+4+21,=0, o 24— A% =2I, .

(i) Metoda 1. Scriem A sub forma unei matrice de rotatie
generalizate:



1 T . T

= — = cos— —sin—
A=+v1+1 \/15 v2 =\/§< 2 7;L),deunde

— sin— cos—

NG 4 4

V2
obtinem:
nm . nm
COS— —Sin—
_ 4 4
A= (V)M g nm
sin 2 CcoS 7

cos12m —sin 127‘[) _ 924 (1 O)

48 _ 24
Astfel, AT = 2 (sin12n cos 161 0 1

224 [,

Metoda 2. Calculand succesiv puterile lui A, obtinem
A* = —41, , deci A%8 = (4%)12 = 224 ],
(i)  Metoda 1. Din datele problemei si (ii), Metoda 1, primim:

x, = (V2 cos% siy, = (v2) sin %, asadar

2 2 10
X10tY1i0 _ 2 _
x2 + y2 = 2™, Astfel, x‘2’+x2° =5 =22=4
8 8

Metoda 2. Observam ca det(A™) = a2 + b2, deci
Xfo+Yio _ det(A!®) _ (deta)!®
x2+x2  det(4®)  (detd)®

= (detd)? = 22 = 4,

2.2 Utilizarea ecuatiei Cayley-Hamilton (C-H)



A=(? Z) M, (C)

calcul {Az — (a+ d)A + (ad — bo)I, =0,
fr—
AZ — (TT'A)A —+ det(A)Iz = 02

2.2.1. Dacadet A =0, atunci 42 = (TrA)A = (a + d)A
ind
= A" = (a+d)" A = (TrA) 14, n > 2.

ind
2.2.2. Daca TrA =a+d =0, atunci A% = (bc — ad)l, =
A*" = (bc — ad)™1, Si

A" = (bc — ad)"A

2.3. Utilizarea unor formule de calcul matriceal
Fie A, B eM;(C). Daca AB=BA, atunci:

(i) A" —-B"
=(A-B)(A" '+ A" ?B + A" 3B* 4+ -+ B™ 1)

(i) A2n+1 4 pInl —
(A + B)( A?™ — APM1B 4 A27—2B2 _ A2n=3B3 4 ... 4 p2n)
(iii) Binomul lui Newton : (A+ B)" = ¥}_,Ck An~*Bk,

unde n > 1si A° & [,.
OBS. Egalitatile de mai sus au loc daca, de exemplu, B = alj,, aeC

2.3.1. Daca A* + aA + a?l = 0, atunci A3=a>l, , deci



A3" = aSnIk

A3n+1 — a3nA
A3n+2 — 0(3nA2

Intr-adevar,
A3 — (Cllk)B = (A - C(Ik)(Az + aA + Clzlk) = 04

2.3.2. Daca A% — aA + a?I, = 0, atunci A3=—a3I,, deci
A3n — (—1)"a3nlk
A3n+1 — (_1)11 a3nA
A3n+2 — (_1)71 aBTLAZ
Similar,
A3 + (Cllk)g =(A+ O(Ik)(Az — A + (lek) = 0y,

2.3.3. Daca A™ + aA™ 1 + a?A"" 2 + .- + a™I,, = 04, atunci
An+1 — a,n+11k

234 Daca A% — ad?™ ' + 247" — &34

0k, atunci A2"*tl=—g2n+lf

2n—-3
et ad?, =

Problema 2.2 (Simulare 2023; Problemele 908, 909, 910/TG 2025)

Fie a € C si fie matricca A :(—1a Cll) .

(i)  Multimea valorilor lui a pentru care 42 — 24+ 1, = 0, este:

A: {1,-1}; B:{i,—i}; C: {0}; D: {~2,—2}; E: ®



(i) Daca a=i, atunci numarul solutiilor X e M, (C) ale ecuatiei AX = I,
este:
A:0;B:1;C:2;D:4; E:

(iii) Dacaa=i, atunci A% este:
A: 2994; B:219%4; C: —2°°4; ; D: -2%°%4; E: 0,

Rezolvare

(i)  Ecuatia Cayley-Hamilton este

A2 —2A+ (1 + a®) = 0,,deunderezulta 1 + a® =1, deci a = 0.

(ii) Metoda 1. Fie X:(DZC i’) Ecuatia AX = I, conduce la sistemul de

ecuatii
x+iz=1
y+it=0
—ix+z=0
—iy+t=1
Din prima ecuatie rezulta x = 1 — iz, care inlocuita in ecuatia a treia furnizeaza

contradictia —i — z + z = 0. Asadar, ecuatia matriceala AX =1, nu are
solutii.

Metoda 2 Din egalitatea AX = I, deducem det(AX) = det(l,), i.e.
(detA)(detX) = 1, ceea ce conduce la contradictia 0. (detX) =1,
asadar ecuatia matriceala AX = I, nu are solutii.

(iii) Daca a=i, atunci detA = 0, de unde ( conform observatiei 2.2.1.,
de mai sus) obtinem A™ = (a + d)"*A = (TrA)" 14, deci
AlOO — 299A

Problema 2.3 (Simulare 2021 ; Problemele 788, 789, 790/TG 2025)



3 —4 0
Se consideramatricea A=(1 -1 0 ]eM;3(R).
0 0 1

(i)  Determinantul matricei A este

A 1;B:0;C:2;D:7: E:3

(i) (A —13)? este:

A:l;; B:05;; CA; D:A—-1I3; E:—I4

(iii)  A%921 este:

A:A—1;; B:03; C:A+202015; D: 2021A — 202015; E: 20204 + 202115

Rezolvare

(i)  Calcul direct
2 -4 0

(i) A—13=<1 -2 0>,urmatdecalculdirect.
0 0 O

(i) Metodal.

Din (ii) rezulta A2 = 24 — I5 , de unde deducem succesiv
A= A2 A=QA-1))A=2QA—-1) —A=34-2I,
A*= A3 A= (BA—-20,)A=3QRA-1;) — 24 = 44 — 31,
Prin inductie, A™ = nd — (n— 1)I3,deci A?°*' = 2021 A — 2020 L.
Metoda 2. Notand B = A — I, din (ii) rezulta
B™= 03, pentru oricen = 2 (1).

Mai departe, utilizand (1) obtinem:

At = (I3+B)" = Cu(I3)" + Co (13)" "B + Gy (I3)"°B* +
+- +CPB" =L +nB=L+n(A-13), ie.
A"=nA—-(n-1DlI;.

Problema 2.4 (Admitere 2019; Problema 756/TG 2025)



Fie A eM,(C) o matrice inversabila astfel incat A + A~ = L.

Matricea I, + A + A% + A3+.. +A%°19 este:

A: 2A—1,; B:2A+1,; C: —2A+1,; D: —2A—1,; E:A+1,
Rezolvare.

Inmultind egalitatea data cu A, obtinem: A% + I, = A, deci
A2=A-1, (1)

De aici, obtinem :

(1) (1)
AB=A2A=A83=AU-LA=A*—-A= A3 =—1,

Obs. Egalitatea A3 = —I, se putea deduce, similar cu Ex. 3.5, astfel:
AB+L=28+U)P=(A+L)A2-A4+L)=A+1).0, =
0,, utilizand (1).

Asadar,

A3=—-L2A*=A3A=—-A, A>=-4A% A° =1, (2)
Astfel, dIn (2) rezulta:

L+A+A2+ A3+ A*+A=L+A+A*-1,—A—-A%2=0, (3)
Mai departe obtinem, succesiv:

L+ A+ A%+ A3+, +A%°19 = (L + A+ A2 + A3+ A* + A% +
(A6 +A7 +A8 +A9 +A10 _I_All) + -+ (A2010 +A2011 +A2012 +
A2013 +A2014 +A2015) + (A2016 +A2017 +A2018 +A2019) — (12 +
A+ A2+ A3+ A+ A+ AU+ A+ A2+ A3+ A+ A+ +
AZOT0(L, + A+ A% + A% + A* + A°) + A*1° (I, + A + A% + A3)



(3)&(2) , ;
—— L, + A+ A"+ A+ A =0, + A0, + - +

A2010.0, + (A% (L, + A+ A2+ ) =L, + A+ A* + A%) =
L+ A+ A%+ A3

(1)&(2) 2 3
——— L+ A+ A+ A+ A = L+ A+ A+ A =1L +

A‘I‘A_IZ_IZ:ZA_IZ

Problema 2.5. (Simulare 2019; Problemele 730, 731, 732/TG 2025)
Fie € radacina pozitiva a ecuatiei x> —x —1 =10 si

1

A :(1 —E& 3

1 e—1

(i) 3 este:

>6]\/[2(]R).

Are—2;:B2e—1;C2e+1;D: —€+ 2:2,E: ¢

(i)  det( 4%°19) este:
A: 1; B:0; C: 2019; D: —1;E: 2

(ili)  Matricea A2°19 este:
A: &,; B: —A; C:I,; D: —€&I,; E:A
Rezolvare.

(1) Din €2 —&—1=0 rezulta

g=c+1 (1),

deunde primim &3 =¢e?2.e=(e+1).e=¢€’+e=¢+
14+ =2+ 1.



. | )
(i)  Din (1), prin inmultire cu - primim € = 1 + =,

) - i.e.
8—1=; (2)
Astfel, detA:—(e—l)Z—% % detA = —iz—§=
2= 1

(i)  Ecuatia (C-H) asociata matricei A este:
AZ - O.A + (_1)12 == 02, |e AZ - 12.

Astfel, A2019 = A2018 4 = ( A2)1009 4 = (,)1009 4 =
I,.A = A.

3. SISTEME DE ECUATII LINIARE

Se considera un sistem liniar de m ecuatii cu N necunoscute. Fie

A €My, , (C) matricea sistemului si A €My, 11 (C)

matricea sa extinsa.
Notiuni utilizate

def
Sistem compatibil <= are cel putin o solutie
def
Sistem compatibil determinat < are exact o solutie <= are
solutie unica
def
Sistem incompatibil <= nu are nici o solutie
def

Sistem compatibil nedeterminat < are o infinitate de solutii



OBS. Daca sistemul liniar are coeficientii intr-un corp comutativ
K, de exemplu K = Z,, , atunci sistemul este compatibil
nedeterminat daca are cel putin doua solutii.

3.1. Sisteme liniare de n ecuatii cu n necunoscute
In acest caz, A e M, (C).

(i) Sistemul este compatibil determinat <=
< det(A)# 0 <= rang(A) = rang(4) = n
(i) Sistemul este compatibil nedeterminat <=
& rang(A)=rang(4d) <n <&
<—>det(A )= 0 si rang(A)= rang(A)
(iii)  Sistemul este incompatibil €= rang(A) < rang(4)

Obs. rang(A) < rang(4) = det(A)=0

3.2. Sisteme liniare si omogene de n ecuatii cu n necunoscute

Fie A e M, (C) matricea sistemului .
(1) Sistemul este compatibil determinat ( adica are numai

solutia nula sau banala) <= det(A )= 0
(i) Sistemul este compatibil nedeterminat (are si solutii

nenule) <= det(A )= 0.

3.3. Sisteme liniare de m ecuatii cu n necunoscute



(i) Sistemul este compatibil <= rang(A) = rang(ﬁ)
(Kronecker-Capelli)

(i) Sistemul este compatibil determinat <=
rang(A) = rang(4) = n
Obs. rang(A)=rang(4 )=n = m>n

(iii) Sistemul este compatibil nedeterminat <=
rang(A)= rang(4) < n

(iv)  Sistemul este incompatibil €<= rang(A) < rang(4)

3.4. Sisteme liniare si omogene de m ecuatii cu n necunoscute

(1) Sistemul este compatibil determinat ( adica are numai

solutia nula sau banala) €<= rang(A)=n
(i) (it) Sistemul este compatibil nedeterminat (are si solutii

nenule) €<= rang(A) <n

Problema 3.1 (Admitere 2023; Problemele 940, 941, 942/TG 2025)

Pentru a € R se considera sistemul de ecuatii

x+ay+z=1
—2x + az =-2
—x+3y—z=-1

In necunoscutele x, vy, z, iar prin A se noteaza matricea sistemului.

(i) Multimea valorilor lui a pentru care rang A =3 este:



A: R\{-3,—-2}; B: ®; C:{—3,—-2}; D: {2,3}; E: R\{2, 3}

(i) Numarul valorilor lui a pentru care sistemul admite o infinitate de
solutii este:
A: 0;B:1;C:2;: D:3:E:

(ili)  Numarul valorilor lui a pentru care sistemul admite solutie, cu X, Y, Z
In progresie aritmetica, in aceasta ordine, este:

A: 0;B:1:C:2;: D:4: E:

Rezolvare.
1 a 1
(1) Fie A = (—2 0 a ) matricea sistemului dat.
-1 3 -1
Avem rang A =3 < det(4) # 0.
1 a —1
Adunand linia 1 la linia 3, primim: det(4) = [-2 0 —al| =
0 a+3 -0

—(a+3)(a+2),deci a € R\{—3,—2}.

(i) Sistemul trebuie sa fie compatibil nedeterminat, deci
rang A = rangA < 3.

Din rang A < 3 rezulta det(A) = 0, asadar a € {—3, —2}.
Cazul 1: a = —3.

Observam ca rang A = 2, determinantul principal fiind, de exemplu

det(:i (3)) .= —6 # 0. Matricea extinsa a sistemului este

/1 =3 1 1
A=<—2 0 -3 —2).

-1 3 -1 -1



1 -3 1
Conditia rang A = 2 revinela A,.=|-2 0 —2| = 0, ceea ce este
-1 3 -1

adevarat, deoarece linia 3 este opusa liniei 1.
Asadar, pentru a = —3, sistemul admite o infinitate de solutii.
Cazul 2: a = —2.

Observam ca rang A = 2, determinantul principal fiind, de exemplu

det(:i g) .= —6 # 0. Matricea extinsa a sistemului este

/1 =2 1 1
A=<—2 0 -2 _2)

-1 3 -1 -1

1 -2 1
Conditia rang A = 2 revinela A,=|-2 0 —2| = 0, ceeace este
-1 3 -1
adevarat, deoarece coloana 3 este identica cu coloana 1.
Asadar, pentru a = —2, sistemul admite, de asemenea, o infinitate de
solutii.

In concluzie, numarul valorilor lui a pentru care sistemul admite o infinitate
de solutiieste 2 (a = —2 si a =-3).

Observatie. Pentru a € R\{—3, —2} ssitemul este compatibil determinat

(are solutie unica), iar pentru a € {—3, —2} sistemul este compatibil
nedeterminat . Nu exista valori ale lui a pentru care sistemul sa fie
incompatibil.

(ilf)  Conditia de progresie aritmetica este
yzxzi@x—Zy+z=O (1)

Metoda 1.



Cazul 1. Daca a € R\{—3,—2} , atunci sistemul are solutie unica, care se
poate determina prin regula lui Cramer sau utilizand combinatii liniare de
ecuatii ( de exemplu, adunand prima si a treia ecuatie).

Mai direct, observam ca , in cazul general, coloana necunoscutei X coincide
cu coloana termenilor liberi, ceea ce arata ca o solutie a sistemului (in
cazul nostru unica solutie ) este x =1,y =0, z=0. Deoarece conditia

x+ . - . .
y = TZ nu este indeplinita, deducem ca in acest caz, nu exista a
pentru care sa avem progresie artmetica.

Cazul 2. Fie a = —3.

Rezolvam sistemul (compatibil nedeterminat)
x—3y+z=1
—2x — 3z =-2
—x+3y—z=-1

Luam primele doua ecuatii drept ecuatii principale si pe z drept
necunoscuta secundara.

Obtinem x =1 — % Y = —é, z =t , iar din conditia de progresie

aritmetica 2y =x+z,rezultat =6, decix = -8, y=—-1,z = 6.
Asadar a = —3 este solutie a problemei.
Cazul 3. Fie a = —2.

Rezolvam sistemul (compatibil nedeterminat)

x—2y+z=1
—2x — 2z =-2
—x+3y—z=-1

Adunand prima si ultima ecuatie, primim y = 0, iar sistemul se reduce
la ecuatia x + z = 1. Intrucat conditia de progresie aritmetica 2y =X + z
I.e. 0 =1 nu este indeplinita, rezultaca a = —2 nu este solutie a
problemei.



In concluzie, singura valoare acceptabila este a = —3.
Raspuns corect B.
Metoda 2.

Atasam sistemului dat conditia (1) de progresie aritmetica.
Obtinem sistemul de 4 ecuatii cu 3 necunoscute X, Yy, z si parametrul a:

( xt+ay+z=1
—2x + az =-2
S){— x+3y—z=-1

x—2y+z=0
\
1 a 1
Fie A = 2 0 matricea sistemului si
-1 3 -1
1 -2 1
1 a 1 1
_ -2 0 a -2 i .
A = 1 3 -1 -1 matricea sa extinsa.

1 -2 1 0
Observam ca A € My 3(R) , deci
rang(A) <3 (2).

Pe de alta parte, conditia de compatibilitate a sistemului (impusa de
cerintele problemei), anume

rang(A) = rang(A) (3),
impreuna cu relatia (2), conduce la egalitatea
det(A) =0 (4)



Intr-adevar, daca det(cA) # 0 , atunci rang(A) = 4, ceea ce, alaturi
de relatiile (2) si (3), furnizeaza contradictia rang(A) =4 < 3.

Sa calculam det(cA). Adunand linia 3 la liniile 1 si 4, obtinem
0O a+3 0 0

1 3 -1 -1|-
0 1 0 -1
-2 a -2
(D2 (a+3).[-1 -1 —-1|=(@+3)(@a+2) (5
0 0 -1

Din (4) si (5), rezulta a € {-3,—-2}.
Verificam conditia rang (A) = rang(A)

1 -3 1
Pentru a = -3,rang(A) = 3 ,alegand A,= (-2 0 =3[=1#0.
1 -2 1

Pe de alta parte, det(A) = 0, deci rang(A) = rang(A) = 3.

Pentru a = —2, sistemul corespunzator (S) de mai sus este:
( x—2y+z=1

—2x = 2z =-2
T— x+3y—z=-1
x—2y+z=0,
\

lar prima si ultima sa ecuatie conduc la contradictia 0 = 1.
De altfel, se poate constata ca rang(A) = 2, iar rang(A) = 3,
deci sistemul este incompatibil.

In concluzie, singura valoare a lui a pentru care sistemul dat admite solutie,
cu X, Y, Z in progresie aritmetica, in aceasta ordine, este a = —3.
Raspuns corect B.



4. DETERMINANTI VANDERMONDE

1 1 2

1 1 a a
V@be)=la b c|l=|1 b b*|=0B—-a)(c—a)(c—Db)
a2 bz 62 1 ¢ c2
1 1 1 1
a b c d
V(a,b,c,d) = 2o & &2lT b—-a)(c—a)(d—-a)(c—Db)(d—-Db)d—-rc)
& ¥ S &8
1 1 1
a a cee a
V(ay, as,.a0 )=| : ‘ n =
a111—1 a;t—l a;ll—l
= || @-a
1<i<jsn

Problema 4.1 (Problema 185/TG2025)

Multimea solutiilor reale ale ecuatiei

11 1 1
1 x -1 2|_ :
1 3 -1 8 =0 este:
1 x*2 1 4



Al {-1,1,2};B:R\{-1,1,2} ; C: {-1,1—-2}; D:®;E: D {1}
Rezolvare

Schimband intre ele liniile 3 si 4, obtinem:

11 1 1 |11 1 1
1 x -1 2|_ |1 x -1 2[__ oo
123 -1 8|7 |1 w2 1 4T VXL
1 x2 1 4 1 x* -1 8

—1x-D1-D2-D(-1-xQ2—-x)2+ 1) =6(x—1)(x+
1)(2—-x) =0, deci x € {—1,1,2}. Raspuns corect: A,

Problema 4.2 (Problema 48/TG2024)

1 1 1 1

1 —-i -1 [ ]
1 —1 1 _1 este:
1 [ -1 —i

A: 161;B: —16i ; C: 16; D: —16: E: 0

Determinantul A=

Rezolvare

A=V -i,-L,i)=(i-D1-DG - D1+ D)E+ DG+ 1) =
16i; raspuns corect A.

5. PROBLEME PROPUSE

5.1. (Problema 56/TG2025)



1 1 1
a+ 2 b+ 2 c+ 2
(a+1)* B+1D* (c+1)>

A: D=0:B:D<0:C:D<0;D:D>0:E:D=—a?—-b?—c?

D = a<b<ec.

Rezolvare

Scazand linia 1 din linia 2, obtinem:

1 1 1
a+1 b+1 c+1
(a+ 1> (b+1D* (c+1)?
D(c+1—a—-1)(c+1—-b —-1)=(b—a)(c—a)(c—b) >0,

deci raspuns corect D.

D = =V(+1,b+l,c+1)=(b+1—a—

5.2. (Admitere 2006; a se vedea si problemele 177, 178, 179/
TG2025)

: (2 3
Fie A—(4 6)6M2([R).
(i) Numarul solutiilor inversabile Xe M, (IR) ale ecuatiei

X2006 = A este:
A: 2006; B:1003; C: 0; D: oo; E: 2
(ii) Numarul solutiilor Xe M, (R) ale ecuatiei X2°°¢ = A este:
A: 2006; B:1003; C: 0; D: oo; E: 2
(iii)  Numarul solutiilor Xe M, (C) ale ecuatiei X296 = A este:
A: 2006; B:1003; C: 0; D: oo, E: 2
Rezolvare

(1) Trecand la determinant, similar cu Ex.1.1, primim det(X)=0,
deci nu exista inversa matricei X.



(il)  Deoarece det(X)=0, in conformitate cu 2.2.1., obtinem
X" = (a+d)" X = (TrA)* X, n > 2,

unde X:(Ccl Z)

Astfel, ecuatia X™ = A devine

wrar (e )-C 3

(a(a+d)" 1 =2
b(a+d)"*1=3
cla+d)"1=4

\d(a + A" l=6

Adunand prima si ultima ecuatie, obtinem

(a+d)"=8<= (TrX)"=TrA.

adica <

Astfel, pentru (ii), rezulta (a + d)?°°® = 8, cua,d €R, asadar

2006 .-
a+d=+ 8 , ceea ce conduce la doua solutii (a,b,c,d) ale
sistemului de mai sus, deci la doua matrice X.

(iii) Similar cu (ii), ecuatia binoma (a + d)%°°© = 8, cua,d € C,
are 2006 solutii complexe, ceea ce conduce la 2006 solutii (a,b,c,d) ale
sistemului de mai sus, deci la 2006 matrice X.

5.3. (Admitere 2016; a se vedea si problema 223/ TG2025)

Fie Ae M,(R) o matrice nenula astfel incat A2°1® = 0,. Cardinalul
multimii {A™/n > 1} este:

A: 2016; B:1008; C: 0; D:2; E: o
Rezolvare

Din 42016 = 0, rezulta det(4%°1%) = det(0,),



deci (detA)?°1® =0 i.e. detA = 0. In conformitate cu 2.2.1. si
ipoteza A%916 = 0, , obtinem  A%°1® = (TrA)2°154 = 0,.
Deoarece A # 0,, deducem TrA=0.

Din relatiile det A = Tr A =0, utilizand ecuatia (C-H)
AZ - (TTA)A + det(A)Iz — 02 ,
deducem A? = 0,, deci A™ = 0,, Vn > 2.

Astfel, M = {4, A*} = {0,, A}, asadar M are 2 elemente.

5.4. (Test admitere ; Problema 672/TG2023)

2 -1

Numarul solutiilor Xe M, (R) ale ecuatiei X2°> = (4 5

) este:
A: 2; B:0; C: 10; D:25; E: ©
Rezolvare

2
4

Tr (i :%) =0, i.e. TrX = 0. Din ecuatia (C-H) rezulta X?=0,,

deci X?°=0,, ceea ce contrazice ipoteza problemei X2° = (i :;)

Asadar, nu exista nici o matrice Xe M, (R) care sa fie solutie a ecuatiei
date.

Similar cu EX. 2.2 primim det(X) = det( :;):0 si (TrX)?° =

5.9. (Simulare 2018; 679/ TG2025)
Fie Ae M,(R) siA e R astfel incat A2 — A4 + A%, = 0,.

Matricea 42918 este:



A: 220181 B A; € 22910 A%; D: 224%,E: 0,
Rezolvare

Avem A3 + (A1) = (A + Al,) (A% — A4 + 221,) =
(A + AL,) 0, = 0,, deci A3 = —(AL,)3 = —231,.

Mai departe, A2018 — A2016A2 — (A3)672 AZ —
(_/'{312)672 AZ — (_1)672 (/13)672 (12)672 AZ — 12016 IZAZ —
/12016 AZ.

5.6. (Admitere 2011; a se vedea si problema 169/ TG2025 )

: _(—2 -3
Fie A—( 3 4 )EMZ(IR).
(i)  Numarul a € R pentru care ad — A% = I, este:

A: 1 B:3;C: 0; D: 2, E: —1
(i) A+ A1 este:
A: 21,; B:3A; C: A%; D:0,; E: Nuexista A~1

(iif) A0 4 (A71)2011 este:
A: A+ 1,; B:3A; C: A%; D:0,;E:: 21,

Rezolvare.

(i) Ecuatia (C-H) este: A2 —2A + 1, = 0,, i.e.
24 — A% =1,, deci a = 2.

(ii) Din A% — 2A + I, = 0, prin inmultire cu A~ (inversa
exista deoarece detA =1 # 0), rezulta A2A~1 — 24471 +
LA™Y =0, ,deciAd— 2, + A™1 = 0,.



Astfel, A + A=t =21, .
(i) Metoda 1

Din A + A~1 = 21,, prin ridicare la patrat, obtinem
A% + (A™DH)2 + 24471 = 41,, deci A% + (A™1)?% = 21,

Se demonstreaza prin metoda inductiei matematice relatia

A"+ (A™H" =21, vn > 1.

Metoda 2
Scriem ecuatia (C-H) de la (i) sub forma (4 —1,)? = 0, (1).
Astfel, primim: (A% — [,)% = (A% — Ié‘)2 =
=[A-L)A 1+ A2+ .+ A+ )]? =
=(A —L,)?(A* 1+ A*2 + ...+ A+ 1,)?, de unde obtinem, via (2):
(A¥ — 1,)? = 0,, i.e. A2 =24k + I, = 0,.
Prin inmultire cu (A~1)* , deducem A* + (A~1)* = 21,,Vk > 1.

5.7. (Problema 21/ TG2025)

Fie P, Q, R functii de grad cel mult 2 si a, b, c numere complexe date.
Se considera determinantii:

P(a) Q(a) R(a)
P() Q(b) R(b)
P(c) Q(c) R(o)

A0=

P(1) Q@) R(1)
P() Q) R(b)
P(c) Q(c) R(c)

A1=




P(a) Q(a) R(a)
P(1) Q) R()
P(c) Q(c) R(c)

A2=

P(a) Q(a) R(a)
P(b) Q(b) R(D)
P(1) QM) R

Daca Ay=1,atunci A; + A, + A5 este:
A: 0; B:1; C: 3; D: P(0) + Q(0) + R(0); E: P(1)Q(1)R(D)
Rezolvare.
Fie x e R si
P(x) Q(x) R(x)

A3=

P(a) Q(a) R(a)| |P(@) Q(a) R(a)

P(b) Q(b) RMD)|+|P(x) Q() R@|+|P(b) Q(b) R(D)
P(c) Q) R@I 1P(c) Q) R@I 1P(x) QKx) R(x)

Avem H(a) = Ay + 0+ 0 = Ay= 1; analog H(b) =1si H(c) =1 (1)

Pe de alta parte, observam ca H este o functie de gradul doi,

H(x) = + +

H(X) =mx?* +nx +p (2)
Si A+ A, +A0;=H() (3) .

ma’+na+p=1
Relatiile (1) & (2) conduc la sistemul linear {mb? +nb +p =1,
mc?+nc+p=1

Cu necunoscutele m, n, p. Determinantul sistemului este:




a’> a 1
A= b2 b 1| = _V(a; b,C) = _(b - a)(c - a)(c - b)
c? ¢ 1

Deoarece Ay= 1 # 0, rezulta ca numerele a, b, ¢ sunt distincte intre ele.
De aici deducem ca A # 0, deci sistemul de mai sus are solutie unica, pe
care o determinam cu regula lui Cramer.

Astfel, A,,,= 0 (col 1 =col 3),A,= O (col 2 =col3)siA,= A, deci
Am An
m=—r= = =0, n=—— N = 0 SI p = — =1, de unde obtinem, via (2) ,

H(X)=mx*+nx+p=1,Vx €RR
In final, utilizand (3),obtinem A, + A, + A;=H(1) = 1.

5.8 (Admitere 2010 ; a se vedea si problema 63/ TG2025)

. — n _bn
Fie A :(\/% f) eM,(R) si A™ :(Zn a, ) , NeN,
(i) A? este:

A: 2A; B:2A+41,; C: I,; D: 0,; E: 2A — 41,
(i) A*8 este:
A: 2241, B:—2%%,; C: I,; D: 2°%1,; E: —248],
a3o+b3,
(i) — 5 este:
azotbio
A: 2'%; B: 2% C: 1; D: 210, E: 220
(iv)  Numarul valorilor n > 1 pentru care A™ = 81, este:

A:3; B:0; C: 1; D:2; E: 0



Rezolvare
(1) Din ecuatia (C-H) obtinem:
A2 — 24+ 4, =0, & A> = 24 — 41, .

(i)  Metoda 1. Scriem A sub forma unei matrice de rotatie
generalizate:

1 V3 T T
E —7 COSE —Slng _
A=+v1+3 = 2| . =~ |, de unde obtinem:
V31 sin  cos3
2

nm o nm
COS—— —SIn—
an=om| 3 :
o nm nm
SINn — COS —
3 3

cos1l6mr —sin 167‘[) _ 948 (1 O)

Astfel, A% = 248
>tel, (sin167t cos 167 0 1

248 [
Metoda 2. Din ecuatia (C-H) rezulta
A%? —2A + 2%1, = 0, , de unde obtinem:

A3 + (212)3 - (A + 2]2)(142 — 2A + 2212) - (A + 2[2)02 =
02, deci A3 - (_212)3 — _812

Astfel, A%8 = (A3)16 = (—23],)16=2%8 [ .
(ilt)  Metoda 1. Din datele problemei si (i), Metoda 1, primim:

nrt - . nrw
a, = 2" cos— Sl b, = 2™ sin—, asadar
n 3 n 3



2 2 40
azotbsy _ 27 _
ai + by, = 22", Astfel, — 52 - g 220,
A1gT01g

Metoda 2. Observam ca det(A™) = a2 + b2, deci

aso+b3, _ det(4?%) _ (detA)®

aZo+b%;  det(Al®)  (deta)!
(iv) Metoda 1.

n (i), Metl _ Cos% —Sin% o
A =812=>2 . Nnmw nm :8( )

= (detd)!0 = 22°,

0 1

<=>2"cos%”=8 A2"sinn?n=0<=)2ncosg—n=8 A
—=kn, keN & n =3k, 23 cos(kn) = 8 &

23k (—1)* = 8 & (—8)* =8, ke N, ceea ce este imposibil,
deoarece 8 & {(—8)* / ke N}.

Metoda 2. Din (i), Metoda 2, rezulta A3 = —8I,, de unde
deducem

= (- 8)k12
A3k+1 ( 8)kA
A3k+2 ( 8)kA2

In nici una dintre aceste situatii nu putem primi A™ = 81,.

5.9 Admitere 2022 (Problemele 874, , 875, 876 / TG2025)

Fie matricea A =(i g)

(i) Valoarea lui xe R pentrucare A% = xA este:



A:5;B:1;C: 2, D:6,E:3

(i) A?022 ggte:

A: 5°9?14; B:5A; C: 5202112; D: 6%9214; E:

Gii) det(4 + A% + A3 + --- + A2022)  este:

2023
A0 B:2022: G 570 p 3 - L 6: E: 62023

Rezolvare

(1) Din ecuatia (C-H) obtinem
A —54+4+0.1, =0, © A* =5A.

(i) Din sectiunea 2.2.1, obtinem
A" = (a+ )" 1A = (TrA)" 14,
deci A2022 — 52021A.

(iii)  Avem det(4 + A% + A3 + --- + A2022) = det[A(4 +
A% + A3 + -+ A2021)] = det(A) .det(4 + A% + 43 +
o+ A%021) = (0, deoarece det(A) = 0.

5.10 Admitere 2019 (Problemele 758, 759 / TG2025)

Se considera sistemul de ecuatii liniare

2x+y+z=1
x+2y+z=Db ,cua,bnumere reale.
x+y+az=1
(1) Sistemul este compatibil determinat daca si numai daca :
A: a#:z;B:a=E; C: aiz; D:a=§6; E:a#?2
3 3 2 2

(i)  Sistemul este compatibil nedeterminat daca si numai daca :

A: azz,b=2;B:a=z,biZ;C:a=§,b=2;
3 3 2



D:a =

wIiN

,b = 3; E:aig,bzz

Rezolvare

2 1 1
FieA=<1 2 1) matricea sistemului dat si

1 1 a

2 1 1 1
A=|1 2 1 b | matriceasa extinsa.

1 1 a 1

(1) Din 3.1.(i) avem conditia det(A )#0, i.e 3a—2 # 0, deci

2
a+-.
3

(i)  Din3.1.(ii) avem conditiile det(A )= 0 si rang(A)=

Fie matricea A :(

(iv)

A:

(V)

rang(A4). Astfel, a = % sirang A = 2, alegand A,=

ﬁ ;| = 3 # 0. Mai departe,

2 1 1
1 2 b
1 1 1

2—b=0<=>b=2.Asadar,a=§ Ssib = 2.

rang(A)=rang A =2 & A = =0,i.e.

5.11. (Admitere 2021 ; Problemele 884, 885/ TG2024)

2 —4

S5 )errz(]Ra).

A?022 agte:

429210 B:0,; C: 4A; D 420227 E: 42022,

Numarul matricelor X e M, (R) care verifica ecuatia X2°22 = A este:

A: 1; B:2022;C: 2; D:0;: E: 4

Rezolvare



(i)  Ecuatia Cayley-Hamilton este
A%? = 44 ,deunderezulta A™ = 4™ 1A deci A%022 = 420215

(i) Din X2922 = A rezulta det( X2922) = detA, deci (det X)*°** = 0.
Astfel, detX = 0 si, in conformitate cu 3.2.1., obtinem

X"=(a+d" X = (TrA)" X, n> 2,
_(a b
unde X—(C d)'
Ecuatia X2%22 = A devine

((a(a+d)**?* =2

2021 (@ by _ (2 3 : Jb(a+ d)?021 = —4
(a + d) (C d) - (4 6) ) adica LC(a + d)2021 = -1

d(a+ d)*°?1 =2
Adunand prima si ultima ecuatie, obtinem

(a + d)?°??2 = 4 & (TrX)?°%%2 = TrA, de unde rezulta doua solutii reale,

a+d="24 si a+d=-""44, deciecuatia X2922 = A are doua solutii in
M, (R).

Observatie. Ecuatia (a + d)?°%2 = 4 are 2022 solutii distincte in C, asadar ecuatia
X?2922 = A are 2022 solutii distincte in M, (C).

5.12. (Admitere 2017; Problemele 715, 716, 717/ TG2024)

Se considera sistemul de ecuatii liniare

ax+y+z=-1
x+ay+z=-—a ,unde a € R.
xX+y—z=-2

(iv)  Determinantul sistemului este:

A: a’; B:a?+2a—-3;C a*—2a+3;D:—a’*—2a+3;E:2a+3
) Sistemul este incompatibil daca si numai daca:
A: a=-1; B:a=1; C: alt raspuns; D:a € R\{-3,1}; E:a = -3



(vi)  Numarul valorilor reale ale parametrului a € R pentru care
sistemul admite solutii (X, Y, z), cu X, Yy, z in progresie aritmetica,
in aceasta ordine, este:

A: 0;,B:3;C:1; D: 2, E: o0

Rezolvare.
a 1 1

Fle A=(1 a 1 matricea sistemului dat si
1 1 -1

/a1 1 -1

A= <1 a 1 a ) matricea sa extinsa.
1 1 -1 =2

(1) Prin calcul direct, rezulta detA = —a? — 2a + 3.

(i)  Ecuatia detA = 0 are solutiile —3 si 1.

Daca a € R\{—3, 1}, atunci sistemul este compatibil determinat.

Daca a = 1, atuncirang A = 2, alegand A,,= H _11| =-2%0,la
intersectia liniilor 2 si 3 si a coloanelor 2 si 3. Mai departe,

1 1 -1
1 1 -1

1 -1 -2
rang A = 2, deci sistemul este compatibil simplu nedeterminat.

A= = 0 (liniile 1 si 2 sunt egale). Astfel, rang A =

Daca a = —3, atunci rang A = 2, luand acelasi A, calasituatiaa = 1.
1 1 -1
-3 1 3
1 -1 -2

rang A=3 #rang A.

In acest caz, A, = = —4 #+ 0, deci

Asadar, a = —3 este singura valoare a lui a pentru care sistemul dat
este incompatibil.



(il1)  Conditia de progresie aritmetica y = xT-I-z ©x—2y+z+0,

impreuna cu sistemul dat, conduce la sistemul liniar de 4 ecuatii
Cu 3 necunoscute X, Y, z
ax+y+z=-1
x+ay+z=-a
X+y—z=-2
x—2y+z=0

unde a este un parametru real.

a 1 1
Fie A = 1 a 1 matricea sistemului si
1 1 -1
1 -2 1
a 1 1 -1
— 1 a 1 — ) )
A = matricea sa extinsa.
1 1 -1 -
1 -2 1 0

Observam ca A € My 3(R) , deci
rang(A) <3 (1).

Pe de alta parte, conditia de compatibilitate a sistemului (impusa de
cerintele problemei), anume

rang(A) = rang(A) (2),
impreuna cu relatia (1), conduce la egalitatea
det(A) =0 (3).



Intr-adevar, daca det(cA) # 0 , atunci rang(A) = 4, ceea ce, alaturi
de relatiile (2) si (1), furnizeaza contradictia

rang(A)=4<3.

Sa calculam det(cA). Scazand linia 1 din liniile 2 si 4, apoi adunand linia
1 la linia 3, obtinem

a 1 1 -1

- l1—-a a—1 0 1-—a
det(AD=11,, 2 o -3|°
1-a -3 0 1

l1—-a a—-1 1—-a 1 -1 1
(D31 (14+a 2 -3 |=0-a)|1+a 2 -3
1—a -3 1 1—-a -3 1

Adunand coloana 3 la coloana 2 si scazand-o din coloana 1, primim:

0 0 1
det(A)=(1—-a)|4+a -1 -3[=(a—-1)(8+3a).
—a -2 1
Astfel , ecuatia (3) are doua solutii,a = 1si a = _5

3

Se observa ca ambele solutii convin, deoarece in ambele situatii este
indeplinita relatia (2).

Prof. dr. Alexandru Mitrea






