Pregatire admitere 2025

Conf.univ.dr. Adela NOVAC

PRIMITIVE

Definitia 1. Fie g : [ — R, I-interval. Functia g admite primitive pe I daca exista

G : I — R cu proprietatile:
1. G este derivabila pe I;
2. G'(x) =g(x), Vx € I.

Problema 1. (i) Sa se determine multimea primitivelor functiei f : [0,1] —

1
R = 0 b < 2.
(@) sin(a 4+ x) sin(b+ x)’ Sasts

1
)sin(b + x)

1
(ii) Calculati integrala / , dr, 0 < a < b < 2. (problema
o sin(a+x

497/Ed. 2025)



Rezolvare. (i)

1 . 1 sin(b — a) .
/ sin(a + x) sin(b + z) d sin(b — a) / sin(a + x) sin(b + x) d
1 / sin((b+z) — (z + a)) i

sin(b—a) J sin(a + z)sin(b+ z)
B 1 sin(b + z) cos(a + x) — sin(a + x) cos(b + z) .
~ sin(b—a) / sin(a + ) sin(b + ) d
_ 1 cos(a+x)  cos(b+x) .
 sin(b — a) / (sin(a +x) sin(b+ x) ) d
= m (In|sin(e + z)| — In|sin(b+ z)|) + C

Deoarece a + x < b+ < 3 < m = sin(a + z) > 0,sin(b+ =) > 0. Prin

urmare
1 1 sin(a + z)
dx = 1 C,CeR.
/ sin(a + x) sin(b + x) v sin(b — a) " sin(b + x) Teee
(i)
! 1 1 sin(a + z) '
: - dr = — In —
o sin(a + x)sin(b + ) sin(b—a) sin(b+z)|,
1 sin(a + 1) sinb

= n .
sin(b—a) sin(b+ 1)sina
Observatie. O varianta a acestei probleme a fost data la Simularea Examenului de

Admitere in 2022 (Problema 860/Editia 2025).

dx

= leony (Problema 467/Fditia 2025)

4
Problema 2. Sa se calculeze /
0

Rezolvare.

4 21 s g
1:/ difzg/ difzg/ L:Zl/dix
o o+4cosz o o+4cosz _x0+4cosz o o+4cosz



Pentru aceste egalitati am aplicat periodicitatea functiei cos, proprietatea

QAHTf@ﬁM:iATﬂxMx

unde f este o functie periodica de perioada T', si de asemenea proprietatea functiilor

pare pe un interval [—a, a).

1 dx
Fie F imitiva a f iei =_——— deci F(z)= | ———.
ie F'(x) o primitiva a functiei f(x) 5 dcosg’ 0o (x) /5 T dcosa
Facem substitutia { = tan§ = x = 2arctant. Prin diferentiere obtinem ca
1—¢?
dr = — .
1+ t2 142
1 2 2 2 t
F(t) = / 5 = dt = - arctan - =
5+4lt 1+ 2+9 3 3
2 tan £
F(z) = 3 arctan 2 pentru z € [0, 7).
C LT =T
7= ze[0m)

2
3
Deoarece F' este continua pe [0, 7] rezulta ca

tang 2
C = lim —arctg il :—E:E,
N\ 3 32 3
deci,
z ST =T
Fle) =1’ x
2 arctan taga ,x € 1[0,m)
. . NP o T A
Revenind la integrala initiala, avem ca [ =4 (F(7) — F(0)) =4 <§ — 0) =3
U
N 1+ 22
Problema 3. (i) Sa se calculeze dz, x € [0, +00).
1+ 224 a4



1 2
1
(ii) S& se calculeze / Ld:p. (Problema 693/Editia 2024 - Simulare
o l+a2+at
2017).
Rezolvare. (i) Consideram F, o primitiva a functiei f : [0,+00) — R, f(x) =
1+ a?
1422 + ot

1+ 22 (% +1)
Flo)= | —————dx = . dx.
(z) /1+x2+x4x /xQ(#—l—l—i—x?)x
N 1 . . 1
Vom face substitutia t = z ——, z > 0. Prin diferentiere avem dt = (1+ —;)dx,
T x

1
iar daca ridicim la patrat obtinem t* = 22 — 2 + —, deci putem considera
x

dt 1 t
F(t)= | ———dt = —arctg —,
0= [ Fgt = zarets =
F(z) = ——arct it € (0, +00)
r) = —=arc T , +00
SBT3
Pentru intervalul z € [0, +o0], avem:

C ,x =20
F(z) = . :

%arctg o3

Deoarece F' este continua pe [0, +0o0] rezulta ca

1 21
C = lim —=arctg z = —arctg (—o0) =

N0 /3 VEIRVE]

- 55

Deci,

— T =0
Fz)={ 2 .

z2—1

%arctg 3 ;x>0

Observatie. (a) O primitiva a functiei f(x) se poate calcula utilizind metoda



standard astfel:

2+ 1

2+ 1

x4+x2+1:

1(:102—26+1)+(x2+:p+1)
2 (—z+1)(x24+2x+1)
1 1 1
== +
2(x2—x+1 x2+x+1)
_1[ L, ]
2 e A T e
deci
2?2 +1 1 2r — 1 2x+1)
G(z) = = — | arctan + arctan ;x € R.
)= | et = g (e 55 V3
(i) Avem:
L1422 T T
= —F1)—F0)=0—[-——"_)=_"_
/0 1+ 224 24 1) (©) < 2\/5) 2V/3
sau,
IG(l)G(O)l(t1+t\/§+t1 tl)
= - = — [ arctan — + arctan arctan — — arctan — | =
_ 3 V3 V3 V3
2v3'
0
1
Problema 4. FlefnRj_%R, fn(x):m,ln:ffn(l')dl’

(i) Sa se calculeze I3.

(ii) Calculati lim n
n—oo

(22 1+ 1)2— 22
2 +1
(2—z+1D)(22+2x+1)

2
/ fn(z)dz. (Problema 947/Editia 2025, Admitere 2023)
1

(iii) Daca F,, : (0,00) — R este primitiva functiei f,, al carei grafic trece prin

punctul A(1,0), atunci solutia inecuatiei | lim F,(z)| < 1 este ...
n—o0

494 /Editia 2025).

(Problema



Rezolvare. (i)

I /——i——d /——Ei—d
= €Tr = xZ.
° x(x® +1) x3(x3 + 1)

1
x(x3 4+ 1)
diferentiere avem ca 3x%dx = dt, deci,

Fie F3 o primitiva pentru f3(x) = . Facem substitutia 2® = t. Prin

1 1 1 t
&@:—/‘ gt = 1t
3)tt+1) 3 t+1
1 z3
F(x) =5l sty
1 z3
L=-1 c.
P73 n:zc?’JrlJr

(ii) Fie F,(x) o primitiva pentru f,(x). Atunci,

Facem substitutia 2™ = ¢ si prin diferentiere rezulta na" 'dr = dt. Atunci,

1 1 1 ft4+1-1 1 t
F.(t) = — / —dt = — / Jr7dac =—In P prin urmare,

nJ tt+1) n) tit+1) no ot
1 x"

1
(O alta metoda este sa facem substitutia — = ¢.) Calculam
x

. ? S B
lim n [ f.(z)de = lim n—In |7
n—00 1 n—oo N " + 1

2n 1
= lim [In —1In -]

=Inl+h2=Imh2.




Fn — 5 . . 4> 07 .
(@) =1 * €00
(
0, dacaze(0,1)
Stim ca lim — =< 1 daca r =1
T—00 N ’
0o, dacax <1

\

1. 2
e Dacaz =1 = lim F,(z) = lim—ln§:0:>x61120.

T—00 T—00 N,
1 22" In2

e Daca x > 1 = lim F,(z) = lim —lnL1 = lim 22 =0 =

S [2 = (1700)

< . .1 2z"

e Daca0 <z <1= lim F,(z) = lim —1In =

) 1 1 1

lim | —In2+ —Inz" ——In(2"+1) ) =0+Inz—0=1Inuz.

z—00 \ N n n

1
| im F,(z)] <1 <= |lnz| <1 <= -
T—00 e
vel=[L1).

€

<z <e. Darz € (0,1) deci

Solutia se afla reunind intervalele aflate in fiecare caz, deci x € [y U [, U I3 =

[, 00).
U
T —a?
Problema 5. (i) Sa se calculeze / R 1)d:v, x € [0, +00].
n 22
(ii) S& se calculeze L = lim dzx. (Admitere 2019, Problema

n—oo 0 (I‘Q + ]_)(l‘?’ + ].)
772/Editia 2025).



Rezolvare. (i) Avem

r — z? (x + 2%) — (2t + 2?)

(x2+1)(22 4+ 1) (x2+1)(22 4+ 1)
(14 2%) —2?(a? + 1)
@ D@ )

22+1 a34+1

deci,

2
X X
1 [ (a2 1) 1 [ (2®+1)
_§/T§ITM_§/T§ITW
1 1
zaln(x2+1)—§ln(x3+1)+€

1
= In(z® +1)3(2* + 1)"? + C.

(i)

, 1. (n?+1)3
L= lim Fn) = F(0) = lim Zln
1 n®+3n* +3n%+1

= —In lim
n—00 nd +2n3 4+ 1
1

Observatie. O generalizare a integralei de la (i) este urmatoarea:



Fie a,b>1 gi x € [0, +00]; avem

/ xb—l - xa—l B (xb—l + anrbfl) . (anrbfl + xa—l)
(

@ LD (ze + D)zt + 1)
b—1 a—1
:/;+1d$—/;+1dx
zéln(xb—l—l)—%ln(x“#—l)—i—e
1@+

ab (e + 1)

dx

+ C.

Problema 6. (i) Fie f: R — R continua si para. Sa se arate ca

A e de= | " du,

n>1.

n

(ii) S&a se calculeze lim e 17l g, (Admitere 2021, Problema 827/ Editia
n—oo [1
2025).

Rezaare. ) 1= [ o= Dar= [ o= Daes [(ie- Y

1
Pentru primul termen din suma integralelor vom face substitutia x = n -
1 1
dx:——dt Pentrux——:>t—n1arpentrux—1:>t—1
1
/ f( ——t dt+/ fSL’—— da:—/ f( ——:1: —d:c—l—/ flz—=)d
t2 x
Avand in vedere ca functia f este para deducem ca f (— —z) = f(z —-).
x
" 1 1 1 " 1 1
I:/1 <f(; —x)PJrf(x— ;)) dyc:/1 (1+?)f(x— ;)dx
< 1 1
Notam z — — = u = (1 + —;)dz = du. Pentru z = 1 = u = 0 iar pentru
x x?
1
r=n=—u=n-——.
n

n_l
Deci,I:/ f(w)du,n > 1, u>0.
0



10

(ii) Fie f(u) = e/ 4 > 0. Se observi c# functia este para. Atunci conform (i)

avem ca

n L nf% 1

e 3l dy = e tdu= —e " " =1—¢en "
1 0 0
n
n n—l
. —|z—1| . - . 1i_,
lim e 77 ldr = lim e "du= lim(l—en")=1.

O

Problema 7. Sa se calculeze

lema 859/Editia 2025)

/‘ \/—
sm—daz (Admitere 2022, Prob-
Ve++2—zx

Rezolvare. Se face substitutia ¢ = 2 — z. De aici, prin diferentiere avem dt = —dx.

Pentrux—():>t—21arpentrux—2:>t:0.

T O V22—t . 72—t
I = sm—daz—— sin
\/_+\/2—x 5 V2 —t+t 2

2 —t t t t
m{ ) = sin(m — %) = sinwcos(%) - sin(%) coST =

dt.

Evaluam expresia sin

ot L o y
sin —- g1 inlocuim in mtegrala

2 V2 —=x

I—/ 1 —dt sin—dt
\/2— +\f 0 V2—a+ T
2 (2—:5) 2 mx
2]—1+I—/ sm—der 1 dt /sin—dx:
\F+\/2—x \/2—x+\/_ 0 2
2 nz |? 2 4
——cos —| = ——(cosm —cos0) = —.
T 2 T T
De(jll'—g O
T

Observatie. Aceeasi idee se foloseste gi pentru rezolvarea Problemei 446/FEditia

2025.
! sin(7x)
Problema 8. Sa se calculeze/ 9" 13 dx. (Problema 916/Editia 2025, Simulare
0
2023)
Rezolvare. Se face substitutia ¢t = 1 — z. De aici, prin diferentiere avem dt = —dx.

Pentrux =0 =t =1liarpentruz =1=1©=0.



I /1 sin(mx) g — /0 sin(m(1 —t)) it
0 943 1 9t 3
Evaluam expresia

sin(m(1 —t)) = sin(m — 7t) = sin 7 cos(nt) — sin(wt) cos m = sin(nt)

si inlocuim in integrala.

[— /1 sin(7rt) g — /1 ot sin(7t) g — 1/1 9" sin(7rt) gt
0 ot +3 0 0
gt

9+3.9t 3 9t 4+ 3

(9" +3)sin(nt)  3sin(nt)
( )

:3/0

9 +3 9 +3

9t +3
1 (—cos(nt)) ! I 2 7
3 7r 0 S 3

2 1
Avem ca 2] = 3 deci I— —

Problema 9. (i) Sa se calculeze / \ = dx z € (0,400).

(i1) Sd se calculeze / ,/ﬁdw, x € (0,400) (Problema 662/FEditia 2025)
0

Rezolvare. (i) Fie F o primitiva pentru f, f(x) = %, re Ry,
V x

Vom face substitutia 2

= t. Prin diferentiere obtinem %x%d:v = dt. Inlocuind
se obtine:
2 dt
Fity== | —
(®) 3 / 1+1¢2
2
=3It +Vi+)+e

2
Revenind la integrala initiala, avem ca F(x) = 3 In(zv/x +V1+23) + €

(i) = F(1) - F(0) = %ma +V2).

dt = ;/01 <sin(7rt) — M) dt

11



n—oo N

1 nr 1
Problema 10. Sa se calculeze lim —/
0
2025 ).

Rezolvare. sin®(x + ) = (sinx cos 7 + sin 7 cos ¥)” = sin” .

Functia f(z) = 37 sn2(2) fiind periodica de perioada 7 avem ca

/onwf(at)d:c:/Oﬂf(:c’)datvL/:Wf(fb’)alﬂ’ﬁL"'WL/(Mr f(x)alx:71/07TJ£(:C)(Mj

n—1)w
1 /M 1 1 T 1 1 [7 1
nm Jo 2+ sin®(z) nt o Jo 24 sin®(x) n Jo 2+ sin®(z)
1 [" 1 1 [Erm 1 1 [% 1
n Jo 2+ sin®(z) ™) oz 2+sin*(z) T ) x 2+ sin*(z)
2 (2 1
Cum functia f este o functie para avem ca I = — / ———dx
T Jo 2+ sin®(x)
Fie F' o primitiva pentru f.
t
Facem substitutia tanx = ¢t = x = arctant. sinz = — sin’z =
, ’ V14t
t

142

1 dt 1 1 3t
F(t) / 5 :/ 5 dl = arctanLJr(?
2+1+t2 1t 3+t NG V2
1 t
F(x) \/§ anx

T
= — arctan ———— + €, pentru x € |0, —).
V6 V2 b 0y

e
F(z)

% arctan ‘/_\t/@” +C ,ze0,%)

Deoarece [ este continua pe [0, §) rezulta ca

1 3t 1
C = lim —=arctg v3tenz = T + G,

I V6 V2 V62

12

m dx. (Problema 917/Editia



13

deci,
m_ r=1
Flz) =4 2 o
%arctan%+@ ,x€[0,3)

Revenind la limita ceruta, avem ca

nm 1
n—oonmw Jo 2+ sin®(x)

o\_;
NIE]
ZA
:jw
—
=
QL
S

2+ si

Swula
I

E

Il
Ao = 3w
o] 2

8
é LY
SERIE

]
" 1
Problema 11. Sa se calculezeL CENCES) dx. (Problema 773/Editia 2025)
o 1 1
Rezolvare. Facem substitutia x = n — dx = 2 dt

1
Pentru z = — =t =n.
n

Pentruz =n—1t =

—_ 3=

=

]:/ (x2+1)(3:7+1)dx

3

1
n 1 1
== dt
/n 1+ %)+ %) < t2)

RSN R

3=

1 T

: /i (@2 + 1) (27 + 1) d“/z @@ /0 sin —- dx

" 1427 "1
= dr = dx
(22 4+ 1)(27+ 1) 12?41

n

= arctan:c‘ 1 — arctann — arctan —.
n

n

3=



